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Визначене ПОВНОЇ Ґрупи останків числа ай = аа (mod. = 




Bestimmung der Gruppe des vollständigen Potenzrestsystems 
der Zahl an = an (mod. z = JT zi) für den der Periode des ver- 
kürzten Restsystems kongruenten Grad.
Як звісно, узагальнив Ойлер т. зв. мале Ферматове твер­
джене, доказуючи, що періодою ґрупи „скороченої“ системи 
степенпих останків числа 
ап — ап mod рг (1)
є п = ф(рт) = (р — Ijpr-1, де р число перве, та що для каж­
дого (г, z) = 1 т. є найбільшого спільного подільника чисел ж, z 
рівного 1,, сповняють ся 
_ і mod z, (2)
де q>(z) відома функція з теориї чисел.
Отся розвідка займеть ся визначенем останків ґрупи їх 
„повної“ системи для числа (1) о степени пристайнім до періоди 
ґрупи скороченої системи тих останків після загального модула; 




Поперед мале узагальнене Ойлерового узагальнена:
Най Ф (г) означає найменшу спільну многократь всіх у (z 
ТО ОЧИВИДНО Ф (z) = к(р (¿¡), а що для (ж, z) = 1 і кождого ZK не: 
лише 1 mod z але і 1 mod ^¡,
то із 1 mod Zi слідує також ж*< 2> = 1 mod z^
„ (2з). - і niod zt = 1 mod zt,
„ x^ 0 ее 1 mod zr „ 2^г) = 1 mod zt
t. эн. — A. = c1zi--ctz2 — — cr zt,
а се неможливе, коли не сповняють ся
х Ф(и __і == к z або
«♦<«> = 1 mod z. (3>
А що Ф (z) є подільником д> (z), отже
fp{z) = t Ф (г), а я#в)+’ = х' mod ±, 
то наворотом ґрупи скороченої системи степенних останків числа 
(2) є вже Ф (z), так, що Ф (z) (z); очивидно не для кождого
х найбільшим, так як і конґруенція (1) має попри первісні також 
і нпші корені.
Коли однак приглянемо ся ґрупі степеннях останків числа 
р и = г,« mod £ = ‘,
де вже (£, pt) = 1, отже черзі останків
П» rz- Гл Ги Гф(^) (4)
то ПІСЛЯ (3) є
/>♦0) —рыл — 1 niod £, (о)
а длятого черга (4) заключує останки всіх чисел р*  для кож­
дого к.
Особливо ж, коли р є первісний корінь конґруенції (5), то- 
в черзі (4) є,, як звісно, Ф (£) ріжних елементів. Але тоді і му­
сить бути степенею первого числа, а Ф (|) = д) (рм). Колиж ; є 
зложене, отже £ = JT qh то тоді в наслідок (р, £) = 1 в кон­
ґруенції
р I mod qi (5)т
р е первісним коренем або з огляду на всї г, або лшп деякі, 
¿бо для жадних. Але завсїди в черзї (4) найдуть ся останки всіх 




к < Ф (£), а Ф (с) = к. о + $, (7)
*го ґрупа та прибере для $ = о вид
рк = ?•„, р2к = Гі, , р*«  = р*(£)  ее 1 mod £,
■отже в наслідок (7) заключуеть ся в (4), де після заложена є 
написаних (формально) Ф (£) елементів. Колиж [я, Ф (£)] = 1, то 
ґрупа степепних останків знов в наслідок (7) і p*(j)+ i:: р' mod£ 
ріжнить ся від (4) лиш порядком показників так, як і повстає 
з неї через відчислюване що к елементів, а се конче доводить, 
до циклю.
Так само є, коли к>Ф($): бо тоді треба-липі положити 
к = р*  mod Ф (£), де /¿*<Ф(£),  а тодї очивидио для кождого 
jt?4 = д mod І, навіть тодї, коли саме у наслідок к > Ф (£) е 
z) = 1, між тим як для к <; р степень рк містить ся в z — ТТр»", 
мусить також бути (д, £) — 1 так, що знову <т$(І) = 1 mod а ґрупа 
•стає ся тотожною з (4).
Завсїди отже останній член ґрупи скороченої системи 
■останків Гкф(ї) = Гф(,9 = 1 mod £.
Множім тепер чергу (4) разом із модулем'по порядку чи­
слами р, р2, р2, , pv і покладім перед кождою ґрупою, що
повстане в той спосіб, одиницю, то дістанемо:
1, г1? Г,,.... ..mod £
1, Р, Лр, г,р, г&^р. Р, пр, г9р, mod£p
1>Р. р\ Л р2, г9 р2, г&рір\ р2, rt р2, rs р2 mod £p2
\р,р\.,.рг~1, рг, Ггр^Г9 Рт,Гф(Р^р>-, Рг> ГіР’^рг, mod £pi‘=z
де будуть повторяти ся лише числа поміж прямовими ЛІНІЯМИ 
так, що в першій ґрупі mod z крім них в.вще лиш v инших 
елементів, а всї прочі ґрупи чисел о степенях більших від пе­
ріоди є вже ідентичні. Коли отже відчислимо до тої першої 
ґрупи Ф (z) елементів, бачимо на початку елементи р, р2,. p*,  
на кінци Гф(ї)_т/»', так, що слідуюча ґрупа зачинаєть ся вже від 
?Дс). г-н р?=£р і т. д. Бо в першій ґрупі, яка обнимав Ф (z) елє-
СР (Ф ("іментів, є Ф (г) = Ф (?) г /// „¿Л;, = t Ф (с) так, що Ф (§) елемен- v 7 7 [<р (р*),  Ф(£)]
тів між прямовими лініями повторяють ся (¿ — 1)’разів. А що 
в періоді є ще v елементів р, р2, р2, ., рг, то разом е
(і — 1) Ф (£) v ~ Ф (z) — Ф (І) 4- v елементів.
по
Щоби їх доповнити до числа Ф (z), треба дочислити ще 
Ф(;) — У елементів. Отже ДІЙСНО Гф($)^рр*  в. останній елемент 
всіх названих ґруп, т. зн„
р лфю=рФ(і) = Гфф _vpv,_ (8>
З того знову читаємо, що і кождий ступінь числа р лишає 
для п comodi*  (z) на степенний останок mods число Гф(і)-гр\ 
а так само кожде число, подільне числом -р, яке крім р не за- 
ключує жадних инших чинників числа z, отже має вид нр\ 
де (и, z) = 1, а Л довільне.
Бо тоді -1, р№ =е mods, отже і (ир'-)^''1 — $ mod s-
Коли однак r$($)_vpv = Q, a Гф(і) v = pmo(ìc, то по помно­
жен» сеї останньої конґруенції числом pv = rv mod £ одержимо- 
7'фи) — 0r»'mod£; але Гф(&) = 1, отже і
0 Tv = 1 mod f ; (9>
при тім треба вважати, що rv є степенний останок кождого най- 
висщого ступіня числа р, який є заключений в модулї z так, що 
для p"<z, гу=р,-, а (9) переходить в
= рт р = 1 mod с. (10>
Але тому, що (4) важне для кождого показчика і із р, та 
й для їх добутків, тому (8) буде важне не лише для р} при 
довільнім Л, але Й для кождого ишпого подільника а числа 
z = a z\ хочби а не заключало самих найвисших ступінїв pt«^ 
отже а =П>*|,  де Кі < йі. Завсїди мусимо дістати на основі 
(8) і їх добутків
«Ф(г> = 7? ТТ Гі І*(ь 6г)-«і 1 jO “і , (8)''
)=|
де означає останок добутка = добуткови останків, «і най- 
висші викладпики первих чинників числа а, заключені в -р. 
а показчик і при р жадає, щоби всі pi були зглядно перві т. зи. 
(Рь Рм)= 1.
Бо в противнім разі (8) не могли би сповняти ся для до­
вільного Л.
З того однак слідує дальше, що в ґрупі степенних остан­
ків т. зв. „повної“ їх системи для п = сФір добуток двох ріж- 
них останків мусить = останкові! тої самої ґрупи так, як і всї 
числа цілі взагалі можуть бути супроти модула перві, або мати 
з ним якийсь спільний подільник, не виключаючи його самого. 
В першім разі Ф (z) — тим останком є одиниця, в другім добуток, 
з неї і иншої якоїсь решти після (8).
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Реасумуючи бачимо, щоФ(г)-тпй степей ний о ст ано к- 
для якого небудь числа а, заключен ого в z, в тотож­
ний із Ф(г)-тим степенним останком того поділь­
ника d числа z = d%A, d — TT-Pi“’> що заключує в.со&і 
ті самі перві числа, що і а, лише всї піднесені до- 
тих ступінїв, які є для даного р\ вмодулїгнайвпсші. 
так, що коли число мае г зглядно первих чинників р\, то і спіль­
ність Ф(г)-тих ступінних останків крім одиниці’! зера о сумою- 
комбінацій без повторена г елементів 1., 2,3., (г -1).. 
кляси, отже
z(®) = (l )+G )+(з )+'" +(г-1)+(гі2)=2г-2- 
а з одиницею і зером очивидно 2Г так, що се число є клясою- 
названої ґрупи „повної“ системи степенних останків.
До їх визначеня служить або взорець (8) враз із тим, що- 
Гф( ) = 1 mod де треба би по порядку розвязувати згл. редуку­
вати модулОВІ системи (Гт X — 1, (Гт — X, £), (гг Х2— X, І Т. Д-. 
V разів, або, що скорше доводить до цїли, взорець (9), якого 
розвязка при помочи редукції модулової системи (Тт ft — 1, £> 
згл. при d = ri mod |d = (rd|ff - 1, £d) дуже скоро дає то- 
число треба після (10) помножити числом ркт згл. dy т. е назва­
ним уже подільником числа z, рівним добуткови первих чисел 
pi, піднесених до найвисших ступінїв «»J, які приходять *B  Z, 
щоби дістати Ф(#)-тий степенний останок т. є = р mod£.
Ті останки мають цікаву прикмету, спільну з одиницею,, 
а іменно ту, що всї належать питомо до викладйика 1„ 
т. зн., що їх степенні останки є однакові для кождого п так, 
іцо для аФС > = q mod z сповняють ся рв = р mod z для кождого тк
Бо із Лі1 mod 5d слідує
Q = dft.~ mod £d, d^ ft = d, d2 ft2 —,d ft mod z, 
отже p1 = p mod г, а за тим і
pn pn -1 = pn~2 zz ■ ■ p3 = p2 ‘ ■ p mod z.
Приміром для г=52.38.7, a=-5.3 = 15 e <p(52) = 20, qp(38)=18,. 
Ф (7) = 6, Ф (z) = л (20, 18, 6) = 180, між тим як (p (z) —1080. Для 
кождого числа w, що сповняє умову (її, z) = 1, є = =
Imodz, а для кождого а', подільного через 15, неподільного 
через 7, є а'180 .z:3375 mod z = 4725, при чім 3375п = 3375 mod г 
для кождого п.
Бо 5а.38 = 675 ~ 3 mod 7, а модулова система
(З— 1, 7) = (7/?-6Д + 2,. 7) = (/? + 2, 7) = ((8 —5, 7) 
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дав ß~5 mod 7, у пас /3 = 5, отже після (10) ß = 5;675 = 3375, 
т. зн.
15*«  = 3375 mod а,
а з того для кождего и і (ад, а) = 1 також
(15 w)*«  = 3375 moda, (11)
бо «*  = 1 moda.
А що (25/3 — 1, & = 189) = (189 ß — 100 ß + 4, 189) = (89 
■+ 4,189) = (189 ß - 187 ß + 136) = (2 ß 4-136,189) = (ß + 68,189) = 
= (ß — 121,189), то для d = 25 є ß = 121, а
(5 А)Ф w = (25)*«  = 25.121 = 3025 mod a.
Се помножене конґруенцією (11), дав :
(15.5 *u)«  = 3375.3025 = 10 209 375 =3375 mod а, 
-ЯК після теорії.
Щоби се і в инший спосіб провірити, утворім
& = 35.7 = 189 = èt = Ees= 175, £3 = 225, Ф (І) = л (18,6) = 18, 
Ф (£2) = м (20,6) = 60, Ф (|3) = м (20,18) = 180, а тоді дістанемо 
після (3):
518 = lmod£„ З60 =lmod¿s, 7180 = lmod|3, 
5180 -:1 31SO1 „ 7і80 = 1 „
(5 X — 1,189) = (189 x - 190 x -+- 38,189) = (x - 38,189), 
(3 x — 1,175) = (x —117,175), 117: 3 = 39, 39: 3 = 13, т. зн.
51’» = 38 mod 317w = 117 mod £a, а так само із
(a Xi — 38,189) = (Xi — 121,189) т. зн.
517* zz 121 mod 317e = 39, 3177 = 13_mod 
отже 5180 = 3025 mod a
318O = 351 mod a
15180 = 3375 moda, q. e. d.
А що і (3')ї80= 351 moda, то
(15.3*  u)*« =351.3375 = 1 184 625 = 250a+3375 3375 moda, т. зн. 
дійсно також (3* . 15 = 3375 mod а.
А що (7 x — 1, 225) = (х + 32, 225) = (х — 193, 225), то 
7*=  7.193 = 1351 mod а, так, що ціла ґрупа степепних останків? 
їх „повної“ системи для п = сФ(а) обіймає 23 = 8 елементів т. е 
О, 1, 351, 3025, 1351 і їх добутки 3375, 1351.351=474201 = 
= 100 а + 1701 і 1351.3025 = 4086775 = 864 а 4- 4375. Останню 
решту можемо дістати також і після (8) : d = 25.7 = 175, & — 27 ; 
(175 x — 1, 27) = (13 x — 1, 27) = (я 4- 2, 27) = (х —- 25, 27), отже 
а*«  = 175.25 = 4375 mod а.
Так само і прочі останки.
Яворів, у червив 1917.
INHALTSANGABE.
Ist s - JJ Zi in lauter gegen einander relativ prime Faktoren 
zerlegt, so ist die Periode der verkürzten Restgruppe das klein­
ste gemeinschaftliche Vielfache aller <p(Zi) (die bekannte zahlen­
theoretische Funktion), d. h. #(z). Dann ist:
= pi«if (8')
wo a irgend eine (ganze) Zahl, R TT den Rest des Produktes,
fi den Rest desjenigen Teilers d — TTp^ von z bedeutet, welcher 
i=l
mit a dieselben Primzahlen zu gemeinsamen Faktoren hat, jede 
aber zu der in z vorkommenden höchsten Potenz «i erhoben und 
?i = 4- bedeutet. Gibt es r verschiedene Primzahlen in z, so ist
(L
di$ Klasse der Gruppe 2r und das Produkt der Elemente der Gruppe 
bildet wiederum ein Element der Gruppe, welches immer die merk­
würdige Eigenschaft hat, zum Exponenten 1 eigentümlich zu( 
gehören.
3BIPHHK MAT.-nPBP.-JliK. CEKIXIl, T. XVill. 8
